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多 维 Laplace 变换 及 其 应 用 
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摘 要 提出 了 多 维 Laplace 变换 的 概念 ， 并 讨论 它 在 解 微分 方程 中 的 应 用 . 


关键 词 ”Laplace 变换 ; 微分 方程 ， 留 数 
中 图 法 分 类 号 ”0 177.6 


Laplace 变换 是 一 类 重要 的 积分 变换 ,在 线性 系统 和 数理 方程 中 是 一 种 极其 重要 的 工 
具 ,给 解 微 分 方程 带 来 极 大 方便 ， 但 是 ,迄今 为 止 ,人 们 只 限于 讨论 一 维 Laplace 变换 ,这 极 
大 地 限制 了 它 的 应 用 ,有 必要 将 Laplace 变换 的 概念 进行 拓 广 . 本文 提 出 多 维 Laplace 变换 
的 概念 及 其 性 质 , 并 着 重 讨论 它 在 解 微分 方程 中 的 应 用 . 
] 多 维 Laplace 变换 及 其 逆 变 换 


定义 设 n 元 函数 f(t,,t,,…,t,) 在 tft 之 0,t, 之 0,…,t, 之 0 上 有 定义 , 且 积 分 


十 CD 十 Ca 十 oO 
| | | f(t,, 上 es te Sant +t dtdt,…dt, 
0 0 0 


在 C" 的 某 一 区 域内 收敛 ((s ,ss …, s,)E C", C" 是 n 维 复数 域 ), 则 称 此 积分 为 f(t,,…， 
ti,) 的 n 维 Laplace 变换 (或 称 象 函 数 ), 记 为 
上 (SS 二 ZU ty, £))= 7 [有 


+ oo 十 oo 
-| | ft, te ndtdt,dt.; 
0 0 


称 f(t，， a t,) 为 Fs,, 四 S,) 的 n 维 Laplace 逆 变 换 ( 或 称 象 原 孙 数 ) , 记 为 
1 = Fe sa=7 FE] 


nn 维 Laplace 变换 的 存在 定理 若 /ri,…,L) 满 足 
a。 在 [0, +oo7 的 任 一 有 界 区 域 上 分 段 连续 ; 
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b。 存 在 常数 M 之 0,c, 之 0, c, 之 0,…,c, 之 0, 使 得 LA 入 RM ec Y(t …， 
t,)€ [0, 十 oo, (此 时 称 f(t,,…,t,) 的 增长 是 指数 级 的 ,c,, c,,…,c, 为 了 的 增长 指数 ). 则 f(t， 
…,L) 的 n 维 Laplace 变换 


Fls,, a -| | ftt, SD t)e St dtdt dt (1) 
0 0 


在 区 域 Re(s)> cj, Re(s,) >c,,…, Re(s,)>c, 内 存在 , 且 哺 数 F(s,,…, s,) 关于 复 变 量 s,……, s, 
是 n 元 全 纯 函 数 . 此 时 右 端 积 分 绝对 收 全 而 且 一 致 收 全 . . 
证 设 s=B+jw(i=1,2,…,n, j= 二 V 一 1 ), 则 当 有 -cz>8>0, 即 f, 之 c+8 时 ,有 
f(t,, a te mr rsm) < Met cm @ l(t et + (c+ Ea) 


Es 一 (十 二 
一 Me (er 2 


+ oo 十 co 
故 | -| (f(z,, i te on dtdt de 
0 0 


<| | Me-enrrindtdtdt,= —M 
1™ “2 n EB.258 ， 
0 0 1 2 n 


因此 式 (1) 的 右 端 不 仅 绝 对 收敛 而 且 一 致 收敛 . 

由 于 eeo+ st 关于 5s,…,s, 的 n 重 突 级 数 展开 式 在 (tf,…,t,)E R" 及 (s,,…, 5,)EC" 
内 的 任何 有 界 区 域 上 一 致 收敛 和 绝对 收敛 , 故 由 已 证 结果 可 知 ,在 区 域 Re(s,)>c,,…, Rels,) 
>c, 内 F(s,,…, 5,) 是 nn 元 全 纯 沙 数 ， 证 毕 . 

实践 中 ,许多 常见 的 多 元 函数 均 满足 存在 定理 的 条 件 , 因 此 ,它们 的 多 维 Laplace 变换 
是 存在 的 .下 面 举 一 例 说 明之 . 

例 1 求 汝 数 f(t, t,t)=e”" 二 es 十 em 的 三 维 Laplace 变换 . 

解 因 |e”"+e”*+e”| 和 3em"r%n+os, (4., t,t 之 0), 其 中 c=max {a, 0}), c,=max {b, 0), 
c; 二 max {c, 0}， 所 以 ,f(ti, t,,t;) 的 三 维 Laplace 变换 存在 , 且 


F(Ss s,, $3)= .7 [f(t, tb,, t,)) = | | | (ee 十 ee 十 ee utdtdrdt, 
0 0 0 


十 CD 十 co 十 om 
-| | | en e Hts)dtdt,dt, 
0 0 0 
十 oo 十 oo + co 
+| | | e€ (2 6) 间 eadtdtdt, 
0 0 0 
十 oo + oo + co 
| | | eS 了 e "drtdt,dt, 
' 
0 0 0 


1 i 1 
要 
(S 一 0)523 Si(S: — b)s, S152(S; — C) 


十 


(Re(s)>c, i=1,2,3). 
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关于 多 维 Laplace 逆 变 换 ,我 们 有 如 下 的 反 演 公 式 . 
定理 设 f(t,,t,,…,t,) 满足 存在 定理 的 条 件 , 记 


+ ca + ce 
F.(s,, 3 95=| | 了 (1 a 1 dedr dt, 
0 0 


(i=1,2,…,n). 兰 Si S12 ，3ik 是 Fi(s,, *…', s)) 关于 复 变 量 s 的 所 有 奇 点 , 且 lim. FS **， 


oi+joo 了 十 j co 
Si =0, OIC， i 一 ] ， ” n, 则 (t 3 St ) F S Re S 人 30 +t st ts 
) f 1 ( 1 ») 
kl 
ds ds…ds =》 Res 人 > Res > Res 人 
t=1 = S11 一 Sa 1 二 Sn lin 


证 首先 ,函数 下 (s,,…, s,) 实际 上 就 是 f(t,,…, 1,) 关于 1,…,t 的 i 维 Laplace 变换 ， 
因此 ,根据 存在 定理 , F(s,， 5,) 是 存在 的 ,而 且 关 于 9i 在 区 域 Re(s)> C， 内 解析 . 
其 次 ,由 于 


(CS 5=| | | | F(t) nd dt ‘edt, 
0 0 0 


根据 文献 [1], 有 is ***, $51_1) = | Fi(s,, Se ds 


Oi 一 ] co 


人 
=》 R Res [已 (s …, si)e”™”], (i=1,2,.…,n). 


Ll 5 


=1 Si 


故 有 2 | : Fi(sye™dsi= > Res 名 (Se ] 


1 一) oo 


] oj +j ee 0 十 j co 
a Gy 人 | z Fl(s,, SR Ss,)e 1 “de ds: 
col-j cc o 


me 


-> Res { Res Res [Fls,, SS es 
=] 31 一 Ss 1 2 Sn 1 一 Sn 11 
证 毕 . 
、 ] 1 1 一 组 
a ls, $2 5) (Si 一 Q)S233 si(s,—b)s; 和 S15,(53— C) os 
变换 (a, b,c € R). 
解 先 设 4， b,c 均 不 为 零 . F(s,, 52， S3) 关于 537 只 有 两 个 一 阶 极点 : si=0, $5320， 且 


lim F(s,, s,, s)=0,， 故 
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F,(si, s,)= Res [Fls', s,, sy)e™] + Res [Fls', SS)e 


] ] 


0 
(Si — a)s, si(s,—b) $152 


F(si, 5) 关于 s, 有 两 个 一 阶 极点 : sy,=0, sa=b, 县 lim Fs, s;)=0， 故 


F(s)=Res [Fls', sy)e*] + Res [F,(s,, se] 


一 ] 十 1 ebo 十 1 ei 。 
S 一 0 S| s, 
Fi(s) 关于 s 有 两 个 一 阶 极 点 : si=0, si2=a, 且 lim, F(s,)=0, 故 


flti, ty, £3)= 4 [Fs,, s,, sj]= Res [Fi(si)e™]t+ Res [LPGsve 
= eat 于 EP 所 ec 


若 a, bc 中 至 少 有 一 个 为 零 , 则 结果 不 变 . 


2 人 性质 


为 了 讨论 多 维 Laplace 变换 的 应 用 ,我 们 先 介绍 它 的 几 条 基本 性 质 ， 这 些 性 质 无 论 对 
于 计算 多 维 Laplace 变换 和 逆 变 换 , 还 是 在 应 用 中 均 是 很 有 用 的 . 在 以 下 的 性 质 中 ,凡是 要 
求 多 维 Laplace 变换 的 函数 均 假设 满足 存在 定理 的 条 件 , 这 些 函 数 的 增长 指数 统一 地 取 为 
cy, Cy “…, Cs， 为 节省 篇 幅 ,， 所 有 证 明 均 略 去 . . 


2.1 ”线性 性 质 


若 %,B 是 常数 ,7[f(t,…, 6)]= Fs …, 5), (i=1,2), 则 
[efile t+ Bf =e Uf ee + Bt tOF 
人 s,) + BF,(s,, ,50)) = [Ps s,)]+b CR 


2.2 ”微分 性 质 


a. 象 原 函 数 的 微分 性 质 
若 7 [f(t 四 t,)] = F(s,, i 5,), 则 有 


0 
元 元 (6 =- 


六 (5 | 交 4,[f(t, 0 Bae | 


(1 <k <k,<…<k <n,r=noitl+t++l,i=1,2,.%,n) (2) 


* 这 里 x, 表示 在 1,1,,…, 1, 中 对 于 剩余 的 ;个 非 零 变 量 取 r+ 维 Laplace 变换 ; 当 t=0 时 ,相应 的 函数 值 是 指 右 
极限 值 . 下 同 . 
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8 号 oy 
(六 fe 本 避 | -sme 二 [人 | 


(i=1,.…,n,keN) ”3) 
注 : 利用 以 上 公式 逐步 递 推 ,可 以 求 得 


ee] (k,, k,, ,Kk,=0, 1,2,…). 


b。 象 函数 的 微分 性 质 
乔 ZL 三 下 ss， 则 有 


大 A k, 0 jn 
(去 去) 中 (起) Fl(s,, $s, ***, 5,) = J (—t) ft, 让， 


(k,, k,, “， k,=0, 1 2 四 Re(s)> ci 1 1 ， 2 四 n). 


2.3 ”积分 性 质 


a。 象 原 喇 数 的 积分 性 质 
大 Zi 本 t= Fs,, “， S ); 则 有 


人 dt | a 让 dt … | J dn 


7 (r,=0, 1, 2, *…, Re(s,)> max {0, c}, i= 1,*…, n). 


b。 象 水 数 的 积分 性 质 
若 x [f(t …, 三 F(s1,…,s,)， 则 有 


a 人 一半 : |-| ds, | a | ss | F(s,,*…., ds) 
n a 1 1 


(r.=0, 1, 2,.…, Re(s,)> 6,, i= 1， 2 
2.4 ”分 离 性 质 

若 太后 二 有 
天 (sk 5 5 三 Sik [f(t i Se =| | J ee Pe ™ tk t+ sila) 


dt, +1' "dt,, (0=k,<k < <k=n,1i=1,2,.…,7), 
则 Fl(s,, 7°, s) = F (Si +1 Si) Fa(Si ry, SE) FS 41s" Se) : 
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2.5 ”位 移 性 质 
若 ab a,,…, a, 为 常数 ，Z [1 区]= Fs, …,s)， 则 有 
Fe 后 =FS 一 as (Re(si—a)>c, i=1,2,.%,n). 
2.6 ”延迟 性 质 
车 [f(t …,t)]= Fs …, 5s,),， 当 t<00=1,…,n) 时 ,f(t,,…,t,)=0， 则 对 于 任意 


之 0, ,之 0,…, .之 0， 有 
2 [f(t —7,, t,— 1,, We tC—T)=e "WF(s,, 有 3 ) 


2.7 ”相似 性 质 


若 Zz[f(t,**, t)]= Fs,, ms 4 >0, a,>0,…, a,>0, 则 


I 51 S2 5 , 
{fats at vs, at)]=—— F(T ee ), (Re(s)>ac, i=1,2,.…,n). 
[LA 1 “1 2 2 n ")] aia,…a, ( a, a, a, ( ( 让 》 ) 


2.8 ”乘积 性 质 
设 fi(ti,…, tt) 和 f(t1,…,) 的 增长 指数 分 别 为 cl cs 和 4d,,…, d,, 7 [f(t 区 = 
Pi i, s,), (i=1,2)， 则 


zf(t, “, tb)f,(t, 本 t)]= By | 下 


a 


Fi(pi, Pa, ***, Pn) 
” F,(si— Dp S2 一 也 2， “ys S 一 Pojdp dp， (0,> ch Re(p,)=0,, Re(s;)> 0;+d,, 1 三 Ls 2 机 n) “ 


2.9 ” 卷 积 性 质 
如 果 f(t1,…,t) 和 f(t,, …, 4,) 满足 存在 定理 条 件 , 则 它们 的 卷 积 定义 为 


f(t, ,tt) * ft, | | | f(T,, T,, “i TPCT TT td. 
0 v0 0 


我 们 有 如 下 的 卷 积 性 质 : 
看 Zz[f(t, ,= FS, s,), i=1,2, 
则 有 [f(t ) * fb, = Fsi, ,So) Fs1, ***, 5,) : 
例 3 设 flt, 4, 4,t)=te”*cos (t+t,), 求 ft, bb £0)] 
解 由 分 离 性 质 有 


Fls,, 32， 33， 54) 到 L(t,, Ll,, L,, ta) ilt] ” xi[e”] Za[cos (Lt + t,)] 
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] , 1 
而 el le ds s,—2 : 


cos (t+t,)= 一 cos (ti; 十 t,)), 根据 微分 性 质 有 : 


2 
对 于 “ifcos (ti 十 t,)]， 由 于 ji 
这 i 2 


0: 
一 ya[cos (ti, +£,)]= 2, | Bo Cos (ti+ | 
1 2 


= s,s, /2coOs (二 十 六) 一 Si[cos t]—s, /lcos t,]+!] 


5 S? 
1 2 
= 22[COS (0 1)] = 3 ee 十 1 
Si 十 ] | 
S1S3 一] 


= s,s, /cos (t+t,)]— re DR ， 
1 2 
| 


故 7,[cos (ft 十 t,)] 二 ET+TDGC+T 。 


SS 


] :, FF 二 一， 
Vp 


3 应 用 

多 维 Laplace 变换 可 用 来 解 偏 微分 方程 (组 ) ,其 方法 和 步 又 跟 一 维 时 相 类 似 . 首先 ,在 
偏 微分 方程 (组 ) 两 边 对 某 些 变量 取 多 维 Laplace 变换 就 能 消去 未 知 函 数 对 这 些 自 变量 求 偏 
导数 的 运算 ,从 而 得 到 象 函 数 的 较为 简单 的 偏 微分 方程 (组 ) 或 代数 方程 (组 ) ;其 次 ,再 解 这 
个 方程 (组 ) 而 得 象 函数 ;最 后 ,对 象 函 数 取 多 维 Laplace 逆 变 换 便 可 得 象 原 也 数 即 为 所 求 偏 
微分 方程 (组 ) 的 解 . 从 下 面 几 例 可 看 出 ,一 些 用 现 有 方法 难于 求解 的 方程 ,用 多 维 Laplace 
变换 均 能 简便 地 求解 . 这 就 说 明 ,在 应 用 中 多 维 Laplace 变换 比 一 维 Laplace 变换 具有 更 大 
的 广泛 性 和 优越 性 . 

例 4 解 偏 微分 方程 组 


Ou Ou, Ou, 本 
Ori0t, Ot, Ot, Se 
021 Ou Ou 
2 2 1 2 
二 十 十 十 一 CO 十 CO 
Or 0L， OF ， Or. ul= (ti+1)e™—1, <i,i,< ， 


ul, -o=0, ul, -0= ti Ul, -0= Lt,, Us|, 0=t 


解 记 Ui(s,, s)= [u(t ty)], (i=1,2). 利用 微分 性 质 和 定 解 条 件 在 方程 组 两 边 对 1., t， 
取 二 维 Laplace 变换 可 得 : 
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WU —2sU,+s,U,— Pe 证 | 
解 此 代数 方程 组 得 
Un HD 
U,(s,, 5s,) = ; 


取 二 维 Laplace 道 变 换 可 得 所 求 偏 微分 方程 组 之 解 为 
| ui(ti, £2) = tie”™, 


W(t, £t,)=t +t,. 


例 $ 解 第 一 卦 限 内 的 三 维 Laplace 方程 的 边 值 问题 


Ou 02u O21u 


Au = 一 一 Ss 人 
“ x Oy oz 


=0,， x>0,y>0,z>0, 


ul -0o= fi(y, z), ul|,-o= Jf,(xX, z), ul|,-o= fs(X, »), 
0 0 0 
> oh), 2); a 2 3 一 jx， y) 

解 记 Us s,, s;)= 7 [u(x, y, 2)], Fi(s,, s3) = 42[fi(y, 2)], F,(si, 5s3) = 23[f,(x, 2)], Falsi, 3S2) 
= ZL f(xX, »)], Fl(s,, 53) = 7a[L14(， z)], F,(s,, 53) = 4s[fs(xX, z)], Fls, 5,) ZLfelx, y)] “ 利用 微分 
性 质 和 边界 条 件 在 方程 两 边 取 三 维 Laplace 变换 可 得 

siU—sF—F tsU—sF,—F+sU—sF,—F.=0. 


1 
解 得 (SS $3) = ee I oe ss Ne ey a uk A 


取 三 维 Laplace 逆 变 换 便 得 所 求 边 值 问 题 的 解 为 


Ww 1 
u = u(xX, y, 2)= | 二 Ft st shy Fot Ft Fd 
| [ 2 3 


特别 地 ,和 若 取 f(y, z)= 一 2y ++22z, f(x， 起 =x 十 222, f(x, y=x—2y, f(y, z)= 1, f(x, z) 


4 4 1 4 
=fs(x, 帮 =0 则 有 Fi(s,, s) = sy a F,(s, s3) = S153 S153 F, (si, $s>) = 
] 4 1 
TT F = 二 一 一 » 
S15, S152 ts $753 , Fs 53) Fls, S,) 0， 所 以 
] 4 4 


U(s,, s,, $3) = 


3 


2 ee 3 
$19,5, S1925) S15253 
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故 u= u(x, y, 2)= 7 [Us s,, $3)] =x—2y+227. 
例 6 解 偏 微 分 方程 


Ou Ou Ou 


0 Ot,0t, Ot, =4tit,—e, —%<t,t,ty,ti<+oo, 


二 一 -3 2 2 
ee/ ] 7 ] tt 


解 i 记 Us,, s,, s;, so) = [u(t, t,, by, £0)] 利用 微分 性 质 和 定 解 条 件 在 方程 两 边 取 四 维 
Laplace 变换 可 得 


s? 2s 2s 2s 2 
UC 二 
S2Si(S4 一 ]) S25354 > siss(S.— 1) sis3(s4— 1) si(s4— 1) 
l 2 4 1 
0 有 
S132S3 S15253 S1575354 $152S3(54 — 1) 
解 得 U(si, s,, $s, $4) = SE 
| S15S7S354 $152S3(54 — 1) 


取 四 维 Laplace 逆 变 换 可 得 所 求 偏 微 分 方程 之 解 为 
u(ti, t2, ty, ty) = t itty + e". 
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Multidimensional Laplace transform and its application 


Fan Hongfu 
(Department of Basic Studies, ECUT) 


Abstract In this paper, the notion of multidimensional Laplace transform is introduced, 
and its application to solve differential equations is discussed. 
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